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Uvod
Pojava verizˇnih razlomaka vezˇe se uz razvoj Euklidovog algoritma, odnosno trazˇenje naj-
vec´eg zajednicˇkog djelitelja dvaju prirodnih brojeva. Kasnije su se verizˇni razlomci koris-
tili za rjesˇavanje nekih matematicˇkih problema, ali samo u konkretnim primjerima, a ne
punoj opc´enitosti. Primjerice, indijski matematicˇar Aryabhata ih je koristio za rjesˇavanje
neodredenih linearnih jednadzˇbi. Za razvoj verizˇnih razlomaka veoma je zasluzˇan John
Wallis koji je u 17. stoljec´u medu prvima zapocˇeo proucˇavanje i generalizaciju teorije
verizˇnih razlomaka. Nakon njega je porastao interes za daljnji razvoj verizˇnih razlomaka
te je u 19. stoljec´u teorija verizˇnih razlomaka znatno napredovala pa se to razdoblje mozˇe
zvati zlatnim dobom verizˇnih razlomaka [5].
Podrucˇje primjene verizˇnih razlomaka je zaista veliko. Verizˇni razlomci se koriste u
racˇunalnim algoritmima za racionalne aproksimacije realnih brojeva, za rjesˇavanje linear-
nih diofantskih jednadzˇbi, kod kvadratnih iracionalnosti, u kriptografiji itd.
U prvom poglavlju ovog rada c´emo objasniti sˇto su to jednostavni verizˇni razlomci,
koja su njihova svojstva te kako ih mozˇemo kombinatorno protumacˇiti. Vidjet c´emo kako
izgleda poplocˇavanje n × 1 plocˇe kvadratnim i domino plocˇicama i na koji nacˇin takva
poplocˇavanja povezujemo s verizˇnim razlomcima. Iskazat c´emo nekoliko teorema te dati
njihov algebarski i kombinatorni dokaz. Za algebarske dokaze koristimo skriptu [4], a za
kombinatorne dokaze knjigu [2]. Takoder c´emo prikazati razvoj u verizˇne razlomke nekih
razlomaka u kojima se pojavljuju Fibonaccijevi i Lucasovi brojevi. Koristec´i kontinuante
pokazat c´emo da se svaki prost broj oblika 4k + 1 mozˇe prikazati kao suma kvadrata dva
prirodna broja te da je takav prikaz jedinstven [3].
Drugo poglavlje je posvec´eno slozˇenim verizˇnim razlomcima te su korisˇteni cˇlanci [1]
i [6]. Osim same definicije i osnovnih svojstava, prikazat c´emo i njihovu kombinatornu
interpretaciju te navesti neke primjere. Prikazat c´emo kombinatorne dokaze nekih teorema
analognih onima koji su navedeni kod jednostavnih verizˇnih razlomaka. Na kraju c´emo
rec´i ponesˇto o linearnim rekurzijama visˇeg reda.
Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004 - Znans-
tveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije Liejevih algebri.
1
Poglavlje 1
Jednostavni verizˇni razlomci
1.1 Osnovni pojmovi
Za pocˇetak c´emo navesti neke osnovne pojmove vezane uz jednostavne verizˇne razlomke.
Definicija 1.1. Neka su dani prirodni brojevi a0, a1, . . . , an. Izraz oblika
a0 +
1
a1 +
1
a2 +
1
. . . +
1
an
nazivamo konacˇni jednostavni verizˇni razlomak. Gore navedeni konacˇni jednostavni verizˇni
razlomak oznacˇavamo s [a0, a1, a2, . . . , an].
Primjer 1.2.
[2, 3, 5] = 2 +
1
3 + 15
=
37
16
Definicija 1.3. Neka je zadan beskonacˇan niz prirodnih brojeva (ai)i>0. Izraz oblika
a0 +
1
a1 +
1
a2 +
1
. . .
nazivamo beskonacˇni jednostavni verizˇni razlomak. Za takav beskonacˇni jednostavni verizˇni
razlomak koristimo oznaku [a0, a1, a2, . . .].
2
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U ovom radu c´e se visˇe koristiti konacˇni verizˇni razlomci. O pitanju konvergencije
beskonacˇnih verizˇnih razlomaka rec´i c´emo nesˇto visˇe kasnije u radu.
Spomenimo da opc´enito a0 iz definicija 1.1 i 1.3 mozˇe biti i 0 ili negativan cijeli broj,
ali c´emo mi radi kasnije kombinatorne interpretacije trazˇiti da je i taj broj pozitivan.
Primjer 1.4. Zanimljiva cˇinjenica jest da verizˇni razlomak [3, 7, 15, 1, 292] i njegov obrat
[292, 1, 15, 7, 3] imaju isti brojnik. Naime,
3 +
1
7 +
1
15 +
1
1 +
1
292
=
103993
33102
292 +
1
1 +
1
15 +
1
7 +
1
3
=
103993
355
Racˇunskim postupkom smo se zaista uvjerili da razlomci imaju isti brojnik. Pomoc´u nove
interpretacije verizˇnih razlomaka vizualno c´emo potvrditi da ova cˇinjenica vrijedi i opc´enito.
1.2 Kombinatorna interpretacija
Oznacˇimo s (pi)i>0 i (qi)i>0 familije funkcija koje predstavljaju brojnik i nazivnik konacˇnog
jednostavnog verizˇnog razlomka nakon ”sredivanja odozdo prema gore”.
Radi jednostavnosti zapisa u nastavku rada c´emo izostavljati indeks u zapisu funkcija.
[a0, a1, a2, . . . , an] =
pn(a0, a1, a2, . . . , an)
qn(a0, a1, a2, . . . , an)
=
p(a0, a1, a2, . . . , an)
q(a0, a1, a2, . . . , an)
.
Primjer 1.5. Za verizˇni razlomak
[2, 3, 5] =
37
16
vrijedi: p(2, 3, 5) = 37 i q(2, 3, 5) = 16.
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S obzirom na to da je [a] = a1 , zakljucˇujemo da je p(a) = a i q(a) = 1. Za dulje verizˇne
razlomke vrijedi
[a0, a1, a2, . . . , an] = a0 +
1
[a1, a2, . . . , an]
= a0 +
qn−1(a1, a2, . . . , an)
pn−1(a1, a2, . . . , an)
,
odnosno
[a0, a1, a2, . . . , an] =
a0 pn−1(a1, a2, . . . , an) + qn−1(a1, a2, . . . , an)
pn−1(a1, a2, . . . , an)
.
Zakljucˇujemo da je
pn(a0, a1, a2, . . . , an) = a0 pn−1(a1, a2, . . . , an) + qn−1(a1, a2, . . . , an)
qn(a0, a1, a2, . . . , an) = pn−1(a1, a2, . . . , an).
(1.1)
Sada zˇelimo dobiti neku kombinatornu interpretaciju funkcija p i q. Povezˇimo verizˇne
razlomke s idejom poplocˇavanja. Poplocˇavanjem (n+1)-plocˇe nazivamo prekrivanje sˇahov-
ske plocˇe dimenzija 1× (n+1) koristec´i kvadratne plocˇice dimenzija 1×1 i domino plocˇice
dimenzija 1 × 2. Kvadratne plocˇice se mogu slagati jedna na drugu, ali se nisˇta ne smije
staviti na domino plocˇicu. Broj kvadratnih plocˇica koje mozˇemo slozˇiti jedne na drugu
u pojedinom polju ovisi o uvjetu visine polja. Uvjet visine ai oznacˇava broj kvadratnih
plocˇica koje mozˇemo naslagati jedne na drugu u i-tom polju. Slika 1.1 prikazuje praznu,
tj. nepoplocˇanu (n + 1)-plocˇu s uvjetima visina a0, a1, a2, . . . , an.
Slika 1.1: Prazna (n + 1)-plocˇa
Primjer 1.6. Prikazˇimo na slici 1.2 jedno poplocˇavanje 10-plocˇe s uvjetima visina 5, 8, 3,
1, 2, 4, 6, 6, 4, 4.
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Slika 1.2: Poplocˇavanje 10-plocˇe
Neka P(a0, a1, . . . , an) oznacˇava broj nacˇina za poplocˇavanje (n+ 1)-plocˇe s dominama
i kvadratnim plocˇicama koje se mogu naslagati jedna na drugu u skladu s prethodnim
pravilima. Definiramo Q(a0, a1, . . . , an) = P(a1, . . . , an). Zakljucˇujemo da Q(a0, a1, . . . , an)
oznacˇava broj nacˇina za poplocˇavanje n-plocˇe s uvjetima visina a1, . . . , an. Primjec´ujemo
da nedostaje nulto polje.
Napomena 1.7. Primijetimo da plocˇa koja ima samo jedno polje s uvjetom visine a mozˇe
biti poplocˇana na a nacˇina. Uzimamo da prazna plocˇa mozˇe biti poplocˇana na samo jedan
nacˇin pa slijedi
P(a) = a
Q(a) = 1.
Pokazˇimo josˇ da P i Q zadovoljavaju relacije analogne onima u (1.1). Imamo da je
P(a0, a1, . . . , an) broj nacˇina za poplocˇavanje (n+1)-plocˇe. Poplocˇavanja mozˇemo podijeliti
na ona koja zapocˇinju kvadratnom plocˇicom i ona koja zapocˇinju domino plocˇicom. Prvih
poplocˇavanja ima a0P(a1, a2, . . . , an), a drugih P(a2, . . . , an). Ukupno imamo
P(a0, a1, . . . , an) = a0P(a1, a2, . . . , an) + P(a2, . . . , an)
= a0P(a1, a2, . . . , an) + Q(a1, . . . , an)
Uocˇimo da P i Q zadovoljavaju iste pocˇetne uvjete i rekurzivne relacije kao funkcije p i q.
Zato je
p(a0, a1, . . . , an) = P(a0, a1, . . . , an)
q(a0, a1, . . . , an) = Q(a0, a1, . . . , an).
Time smo dokazali sljedec´i teorem.
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Teorem 1.8. Neka je a0, a1, . . . niz prirodnih brojeva i za n ≥ 0 pretpostavimo da je iz
verizˇnog razlomka [a0, a1, . . . , an] razlomak
pn
qn
dobiven ”sredivanjem odozdo prema gore”.
Tada za n ≥ 0, pn predstavlja broj nacˇina za poplocˇavanje (n + 1)-plocˇe s uvjetima visina
a0, a1, . . . , an. Usto qn predstavlja broj nacˇina za poplocˇavanje n-plocˇe s uvjetima visina
a1, . . . , an.
U nastavku rada c´emo najcˇesˇc´e ispustiti indekse kod pisanja pn i qn.
Primjer 1.9. Prikazˇimo poplocˇavanje pocˇetka plocˇe koja odgovara racionalnoj aproksi-
maciji broja pi.
[3, 7, 15] = 3 +
1
7 +
1
15
=
333
106
Primijetimo da vrijedi |pi − 333106 | < 10−4. Vizualnim prikazom i kombinatornom interpre-
tacijom zakljucˇujemo da pocˇetak navedene plocˇe mozˇe biti poplocˇan na 315 (3 · 7 · 15)
nacˇina ukoliko koristimo samo kvadratne plocˇice. Takoder mozˇe biti poplocˇan na 3 nacˇina
ukoliko nulto polje poplocˇamo kvadratnim plocˇicama, a iza njega slijedi jedna domino
plocˇica te konacˇno na 15 nacˇina ukoliko stavimo prvo domino plocˇicu, a potom u iduc´e
polje stavimo kvadratne plocˇice. Dakle, broj nacˇina za poplocˇavanje pocˇetka plocˇe je
ukupno 315+ 3+ 15 = 333. Sada uklonimo nulto polje. Dobivamo [7, 15]. Tako odabranu
plocˇu mozˇemo poplocˇati na 105 (7·15) nacˇina koristec´i samo kvadratne plocˇice te na jedan
nacˇin koristec´i domino plocˇicu. Ukupan broj nacˇina za poplocˇavanje je 105 + 1 = 106.
Dakle, p(3, 7, 15) = 333 i q(3, 7, 15) = p(7, 15) = 106.
U nastavku c´emo radi jednostavnijeg prikaza poplocˇavanja, crtati samo dvodimenzi-
onalni nacrt.
1.3 Tvrdnje i dokazi
Teorem 1.10. Neka je (ai)i>0 niz prirodnih brojeva. Neka je za n > 0, [a0, a1, . . . , an] = pnqn ,
gdje je pnqn razlomak dobiven sredivanjem verizˇnog razlomka. Tada pn i qn zadovoljavaju
rekurzije
p0 = a0, p1 = a0a1 + 1, pn = an pn−1 + pn−2,
q0 = 1, q1 = a1, qn = anqn−1 + qn−2,
za n > 2.
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Slika 1.3: Pocˇetak plocˇe koja odgovara racionalnoj aproksimaciji broja pi
Dokaz (algebarski). Za n ∈ {0, 1, 2} tvrdnja ocˇito vrijedi. Pretpostavimo sada da je n > 2 i
da tvrdnja vrijedi za sve indekse od 1 do n − 1. Definirajmo p′j, q′j takve da je
p′j
q′j
= [a1, a2, . . . , a j+1].
Tada po pretpostavci indukcije vrijedi
p′n−1 = an p
′
n−2 + p
′
n−3,
q′n−1 = anq
′
n−2 + q
′
n−3.
Takoder je
p j
q j
= a0 +
1
[a1, . . . , a j]
= a0 +
q′j−1
p′j−1
=
a0 p′j−1 + q
′
j−1
p′j−1
te zakljucˇujemo da je
p j = a0 p′j−1 + q
′
j−1
q j = p′j−1.
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Dakle, vrijede sljedec´e jednakosti
pn = a0 p′n−1 + q
′
n−1
= a0(an p′n−2 + p
′
n−3) + (anq
′
n−2 + q
′
n−3)
= an(a0 p′n−2 + q
′
n−2) + (a0 p
′
n−3 + q
′
n−3)
= an pn−1 + pn−2,
qn = p′n−1 = an p
′
n−2 + p
′
n−3
= anqn−1 + qn−2.

Sada kombinatorno dokazˇimo prethodni teorem.
Dokaz (kombinatorno). Vidjeli smo da plocˇa koja ima samo jedno polje s uvjetom visine
a0 mozˇe biti poplocˇana na a0 nacˇina. Dakle, imamo p0 = a0. Isto tako znamo da prazna
plocˇa mozˇe biti poplocˇana na samo jedan nacˇin pa je q0 = 1. Za 2-plocˇu s uvjetima visina
a0 i a1 postoji a0a1 + 1 nacˇina poplocˇavanja, a0a1 nacˇina ukoliko slazˇemo samo kvadratne
plocˇice te josˇ jedan nacˇin ukoliko postavimo jednu domino plocˇicu. Zato je p1 = a0a1 + 1.
S obzirom na to da je q(a0, a1) = p(a1), vrijedi q1 = a1. Za dokaz tvrdnje pn = an pn−1+pn−2
za n > 2 stavimo uvjet na zadnje polje u poplocˇavanju (n + 1)-plocˇe. Postoji an nacˇina za
poplocˇavanje zavrsˇetka kvadratnom plocˇicom, a prethodni dio plocˇe mozˇe biti poplocˇan na
pn−1 nacˇina. Postoji samo jedan nacˇin poplocˇavanja zavrsˇetka domino plocˇicom, a onda
prethodni dio plocˇe mozˇe biti poplocˇan na pn−2 nacˇina. Dakle, ukupno imamo an pn−1+pn−2
takvih poplocˇavanja. Time smo pokazali da vrijedi
pn = an pn−1 + pn−2.
S qn oznacˇavamo broj nacˇina za poplocˇavanje n-plocˇe kvadratnim i domino plocˇicama s
uvjetima visina polja a1, . . . , an. Takoder postavimo uvjet na zadnje polje. Postoji an nacˇina
za poplocˇavanje zavrsˇetka kvadratnom plocˇicom, a prethodni dio plocˇe mozˇe biti poplocˇan
na qn−1 nacˇina. Postoji samo jedan nacˇin poplocˇavanja zavrsˇetka domino plocˇicom, a onda
prethodni dio plocˇe mozˇe biti poplocˇan na qn−2 nacˇina. Ukupno imamo anqn−1+qn−2 takvih
poplocˇavanja. Pokazali smo da vrijedi
qn = anqn−1 + qn−2.

Lako je vidjeti da mozˇemo definirati
p−2 = 0, p−1 = 1,
q−2 = 1, q−1 = 0,
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tako da rekurzije iz prethodnog teorema vrijede za n > 0.
Pokazˇimo opc´enito cˇinjenicu koju smo naslutili u primjeru 1.4.
Teorem 1.11. Pretpostavimo da je [a0, a1, . . . , an−1, an] = pnqn . Tada za n > 1 imamo
[an, an−1, . . . , a1, a0] =
pn
pn−1
.
Dokaz (algebarski). Teorem c´emo dokazati matematicˇkom indukcijom po n. Provjerimo
vrijedi li navedena tvrdnja za n = 1
[a1, a0] = a1 +
1
a0
=
a0a1 + 1
a0
=
p1
p0
.
Zakljucˇujemo da vrijedi. Sada pretpostavimo da navedena tvrdnja vrijedi za neki n > 1,
odnosno pretpostavimo da za neki n > 1 vrijedi
[an, an−1, . . . , a1, a0] =
pn
pn−1
.
Dokazˇimo da tvrdnja vrijedi i za n + 1. Imamo
[an+1, an, an−1, . . . , a1, a0] = an+1 +
1
[an, an−1, . . . , a1, a0]
= an+1 +
1
pn
pn−1
= an+1 +
pn−1
pn
.
Odavde korisˇtenjem teorema 1.10 slijedi
an+1 +
pn−1
pn
=
an+1 pn + pn−1
pn
=
pn+1
pn
.
Zakljucˇujemo da tvrdnja teorema vrijedi za sve n > 1. 
Dokaz (kombinatorno). Brojnik od [an, an−1, . . . , a1, a0] je broj nacˇina za poplocˇavanje (n+
1)-plocˇe kvadratnim i domino plocˇicama s uvjetima visina an, an−1, . . . , a1, a0.
No, poplocˇavanja (n + 1)-plocˇe s uvjetima visina an, an−1, . . . , a1, a0 su u bijekciji s
poplocˇavanjima (n + 1)-plocˇe s uvjetima visina a0, a1, . . . , an−1, an jer ih mozˇemo dobiti
rotacijom plocˇe za 180◦. Zakljucˇujemo da je broj takvih poplocˇavanja takoder pn.
Na slicˇan nacˇin imamo bijekciju poplocˇavanja n-plocˇe s uvjetima visina an−1, . . . , a1, a0
s poplocˇavanjima n-plocˇe s uvjetima visina a0, a1, . . . , an−1 pa je nazivnik od [an, an−1, . . . , a1, a0]
jednak pn−1.
Time smo dokazali pocˇetnu tvrdnju. 
Definicija 1.12. Za konacˇan ili beskonacˇan verizˇni razlomak [a0, a1, a2, . . .], racionalan
broj rn =
pn
qn
= [a0, a1, . . . , an] naziva se n-ta konvergenta od [a0, a1, a2, . . .].
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Dokazˇimo da je razlika izmedu uzastopnih konvergenti od [a0, a1, . . .]
rn − rn−1 = (−1)
n−1
qnqn−1
,
odnosno
pn
qn
− pn−1
qn−1
=
(−1)n−1
qnqn−1
.
Nakon mnozˇenja obje strane jednakosti s qnqn−1 dobivamo da je pocˇetna tvrdnja ekviva-
lentna s
pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1.
Teorem 1.13. Za sve n ≥ −1 vrijedi pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1.
Dokaz (algebarski). Teorem dokazˇimo indukcijom po n. Za n = −1 imamo
p−1q−2 − p−2q−1 = 1 · 1 − 0 · 0 = 1 = (−1)−2.
Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi za n − 1, gdje je n neki nenegativan cijeli broj. Tada
prema teoremu 1.10 imamo
pnqn−1 − pn−1qn = (an pn−1 + pn−2)qn−1 − pn−1(anqn−1 + qn−2)
= an pn−1qn−1 + pn−2qn−1 − pn−1anqn−1 − pn−1qn−2
= pn−2qn−1 − pn−1qn−2
= −(−1)n−2
= (−1)n−1.

Dokaz (kombinatorno). Oznacˇimo s Pn × Qn−1 skup svih poplocˇavanja dvije plocˇe, gdje
gornja plocˇa ima polja 0, 1, 2, . . . , n s uvjetima visina a0, a1, a2, . . . , an, a donja plocˇa sadrzˇi
polja 1, 2, . . . , n−1 s uvjetima visina a1, a2, . . . , an−1. Velicˇina ovog skupa, odnosno ukupan
broj moguc´ih poplocˇavanja jest pnqn−1. Sada promatrajmo skup Pn−1 × Qn. Gornja plocˇa
sadrzˇi polja 0, 1, 2, . . . , n − 1 s uvjetima visina a0, a1, a2, . . . , an−1, a donja plocˇa ima polja
1, 2, . . . , n s uvjetima visina a1, a2, . . . , an. Velicˇina ovog skupa, odnosno broj moguc´ih
poplocˇavanja iznosi pn−1qn.
Neka je (S ,T ) ∈ Pn × Qn−1 uredeni par koji predstavlja konkretno poplocˇavanje gornje
i donje plocˇe. Za i > 1 kazˇemo da (S ,T ) ima lom u i-tom polju ako obje plocˇe imaju
plocˇicu koja zavrsˇava u i-tom polju. Kazˇemo da (S ,T ) ima lom u polju 0 ako gornja plocˇa
S ima postavljenu kvadratnu plocˇicu u polju 0. Primjerice, slika 1.4 prikazuje lomove koji
postoje u poljima 0, 3, 5 i 6.
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Slika 1.4: Poplocˇavanja S i T s istaknutim lomovima u poljima
Slika 1.5: Izgled plocˇa nakon zamjene zavrsˇetaka
Ukoliko (S ,T ) ima lom, konstruirajmo (S ′,T ′) zamjenjujuc´i dijelove s naslaganim
plocˇicama od S i T nakon zadnjeg mjesta na kojem je lom. Primijetimo da je (S ′,T ′) ∈
Pn−1 × Qn. Slika 1.5 prikazuje rezultat nakon zamjene zavrsˇetaka plocˇa.
Ukoliko barem jedno od poplocˇavanja, S i T , sadrzˇi kvadratnu plocˇicu, (S ,T ) c´e imati
barem jedan lom. Jedini slucˇaj kada ne postoji lom je kada se S i T sastoje samo od domino
plocˇica rasporedenih na nacˇin koji je prikazan na slici 1.6.
Dakle, uspostavili smo bijekciju izmedu poplocˇavanja u Pn × Qn−1 s lomom i po-
plocˇavanja u Pn−1 × Qn s lomom.
Ukoliko je n neparan broj (ako S i T pokrivaju oba paran broj polja), postoji tocˇno jedan
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Slika 1.6: Prikaz poplocˇavanja dviju plocˇa u kojima nema polja s lomovima
element skupa Pn×Qn−1 bez loma i ne postoji element skupa Pn−1×Qn bez loma. Oznacˇimo
s |Pn × Qn−1| broj elemenata (kardinalni broj) skupa Pn × Qn−1, odnosno s |Pn−1 × Qn| broj
elemenata skupa Pn−1 × Qn. Kada je n neparan, vrijedi
|Pn × Qn−1| − |Pn−1 × Qn| = 1.
Kada je n paran broj, ne postoji element skupa Pn × Qn−1 bez loma i postoji tocˇno jedan
element skupa Pn−1 × Qn bez loma. Dakle, kad je n paran, imamo
|Pn × Qn−1| − |Pn−1 × Qn| = −1.
Uzimajuc´i u obzir oba slucˇaja, zakljucˇujemo da je
pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1.

Korolar 1.14. Brojevi pn i qn su relativno prosti, odnosno razlomak pnqn je skrac´en do kraja.
Sljedec´i teorem pokazuje da parne konvergente rastu, a da se neparne smanjuju.
Teorem 1.15. Za konvergente vrijedi
1)
p0
q0
<
p2
q2
<
p4
q4
< . . . ,
2)
p1
q1
>
p3
q3
>
p5
q5
> . . . ,
3) pnqn−2 − pn−2qn = (−1)nan
Dokaz (algebarski). Iz teorema 1.10 i 1.13 slijedi
pn
qn
− pn−2
qn−2
=
(an pn−1 + pn−2)qn−2 − pn−2(anqn−1 + qn−2)
qnqn−2
=
(−1)nan
qnqn−2
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Ako je n paran, onda vrijedi pn−2qn−2 <
pn
qn
, a ako je n neparan imamo pn−2qn−2 >
pn
qn
. 
Dokaz (kombinatorno). Uvedimo oznake Pn i Qn kao u dokazu prethodnog teorema. Uo-
cˇimo da je kardinalni broj skupa Pn×Qn−2 jednak pnqn−2, a kardinalni broj skupa Pn−2×Qn
je pn−2qn. Dokaz ovog teorema je slicˇan dokazu prethodnog. Zamjenom dijelova plocˇa
nakon zadnjeg polja koje ima lom uocˇavamo korespondenciju elemenata skupova Pn×Qn−2
i Pn−2 × Qn koji imaju barem jedan lom.
Slika 1.7: Element skupa P11 × Q9 s lomom
Slika 1.8: Prikaz plocˇa nakon zamjene zavrsˇetaka
Kada je n neparan broj, ne postoji element skupa Pn × Qn−2 bez loma, a postoji an
elemenata skupa Pn−2 × Qn bez loma koji se sastoje od naslaganih kvadratnih plocˇica u
n-tom polju i domino plocˇica u ostalim poljima. Kada je n paran broj, ne postoji element
skupa Pn−2 × Qn bez loma, a postoji tocˇno an elemenata skupa Pn × Qn−2 bez loma koji se
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Slika 1.9: Prikaz poplocˇavanja plocˇa u kojima nema polja s lomovima
sastoje od naslaganih kvadratnih plocˇica u n-tom polju i domino plocˇica u ostalim poljima.
Time smo pokazali da vrijedi
|Pn × Qn−2| − |Pn−2 × Qn| = (−1)nan,
odnosno
pnqn−2 − pn−2qn = (−1)nan.

Napomena 1.16. Teoremi 1.13 i 1.15 pokazuju da konvergente tezˇe prema nekom broju jer
je niz ( pnqn )n>0 Cauchyjev, a samim time i konvergentan u skupu realnih brojeva. Zato ima
smisla definirati
[a0, a1, a2, . . .] = lim
n→∞[a0, a1, . . . , an].
Propozicija 1.17. Za n > 0 i m > 2 vrijedi
[a0, a1, . . . , an,m] = [a0, a1, . . . , an,m − 1, 1].
Dokaz (algebarski). Tvrdnja slijedi iz cˇinjenice da je
m = m − 1 + 1
1
.

Dokaz (kombinatorno). Dokazˇimo da je p(a0, a1, . . . , an,m) = p(a0, a1, . . . , an,m−1, 1) jer
se analogna tvrdnja za funkcije q pokazuje na isti nacˇin, a onda slijedi tvrdnja propozicije.
Poplocˇavanja (n + 2)-plocˇe s uvjetima visina a0, a1, . . . , an,m su u bijekciji s poplocˇa-
vanjima (n + 3)-plocˇe s uvjetima visina a0, a1, . . . , an,m − 1, 1.
Naime, poplocˇavanju (n + 2)-plocˇe koje na zadnjem polju nema m kvadratnih plocˇica
pridruzˇimo poplocˇavanje (n + 3)-plocˇe tako da dodamo kvadratnu plocˇicu na kraj.
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Poplocˇavanju (n + 2)-plocˇe koje ima tocˇno m kvadratnih plocˇica na zadnjem polju pri-
druzˇimo poplocˇavanje (n+3)-plocˇe tako da je na prvih n+1 polja isti raspored plocˇica kao
na (n + 2)-plocˇi, a zadnja dva polja prekrijemo domino plocˇicom. 
1.4 Primjeri
U ovom odjeljku dat c´emo razvoje u verizˇne razlomke za neke nizove racionalnih brojeva.
Definirajmo najprije potrebne pojmove.
Definicija 1.18. Fibonaccijevi brojevi su brojevi za koje vrijedi F0 = 0, F1 = 1 i za svaki
n > 2 je Fn = Fn−1 + Fn−2.
Prvih nekoliko cˇlanova niza Fibonaccijevih brojeva su
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, . . .
Sada prikazˇimo kombinatornu interpretaciju Fibonaccijevih brojeva.
Broj nacˇina za poplocˇavanje n-plocˇe kvadratnim i domino plocˇicama oznacˇimo s fn.
Slika 1.10: Prikaz poplocˇavanja 4-plocˇe
Slika 1.10 prikazuje nacˇine poplocˇavanja 4-plocˇe kvadratnim i domino plocˇicama. Ov-
dje nije dopusˇteno stavljati plocˇicu na plocˇicu, cˇak ni za kvadratne plocˇice. Stavimo uvjet
na prvu plocˇicu. Ukoliko je prva plocˇica kvadratna, ostatak plocˇe mozˇe biti poplocˇan
na fn−1 nacˇina, a ukoliko je prva domino plocˇica, ostatak plocˇe mozˇe biti poplocˇan na
fn−2 nacˇina. Time smo pokazali da je ukupan broj nacˇina za poplocˇavanje n-plocˇe jednak
fn = fn−1 + fn−2. Ocˇito je f1 = 1 i f2 = 2.
Definiramo f0 = 1 kao broj nacˇina za poplocˇavanje prazne plocˇe i uzimamo f−1 = 0 te
tako vidimo da rekurzija vrijedi i za n = 1, 2.
Buduc´i da je f−1 = F0 = 0 i f0 = F1 = 1 te da nizovi ( fn)n>−1 i (Fn)n>0 zadovoljavaju
iste rekurzije, zakljucˇujemo da je fn = Fn+1 za n > −1. Time smo dobili kombinatornu
interpretaciju Fibonaccijevih brojeva.
Iduc´i niz koji c´emo promatrati cˇine Lucasovi brojevi.
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Definicija 1.19. Lucasovi brojevi Ln su brojevi za koje vrijedi L0 = 2, L1 = 1 i za svaki
n > 2 imamo Ln = Ln−1 + Ln−2.
Prvih nekoliko Lucasovih brojeva su
2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, . . .
Sada prikazˇimo kombinatornu interpretaciju Lucasovih brojeva.
Oznacˇimo s ln broj nacˇina za poplocˇavanje kruzˇne plocˇe sastavljene od n oznacˇenih
polja zakrivljenim kvadratnim i domino plocˇicama. Primijetimo da postoji visˇe nacˇina
za poplocˇavanje kruzˇne plocˇe nego pravokutne plocˇe jer sada jedna domino plocˇica mozˇe
prekriti polja n i 1.
Definiramo n-ogrlicu kao jedno poplocˇavanje kruzˇne n-plocˇe. Kazˇemo da je ogrlica
izvan faze kada jedna domino plocˇica prekriva polja n i 1. U suprotnom kazˇemo da je
ogrlica u fazi.
Primjer 1.20. Prikazˇimo nacˇine poplocˇavanja kruzˇne 4-plocˇe.
Slika 1.11: Poplocˇavanja kruzˇne 4-plocˇe
Na slici 1.11 vidimo da je prvih pet poplocˇavanja u fazi, a zadnja dva izvan faze.
Ukupno ima 7 poplocˇavanja kruzˇne 4-plocˇe, odnosno l4 = 7.
Da bismo poplocˇavanja kruzˇnih plocˇa povezali s Lucasovim brojevima, pogledajmo
poplocˇavanja kruzˇnih plocˇa s jednim, dva i tri polja.
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Slika 1.12: Poplocˇavanje kruzˇne 1-plocˇe
Na slici 1.12 vidimo da kruzˇna plocˇa s jednim poljem mozˇe biti poplocˇana na samo
jedan nacˇin (jednom zakrivljenom kvadratnom plocˇicom). Stoga, l1 = 1.
Kruzˇna 2-plocˇa mozˇe biti poplocˇana na ukupno tri nacˇina. Prvi nacˇin je da postavimo
dvije kvadratne plocˇice, a preostala dva nacˇina su da postavimo domino plocˇicu kao sˇto je
prikazano na slici 1.13 (jedno poplocˇavanje je u fazi, a jedno izvan faze). Imamo l2 = 3.
Slika 1.13: Poplocˇavanja kruzˇne 2-plocˇe
Kruzˇna 3-plocˇa mozˇe biti poplocˇana na ukupno cˇetiri nacˇina. Nacˇine poplocˇavanja
vidimo na slici 1.14. Slijedi da je l3 = 4.
Primijetimo da broj poplocˇavanja kruzˇnih plocˇa podsjec´a na niz Lucasovih brojeva.
Pokazˇimo da za n > 3 vrijedi
ln = ln−1 + ln−2.
Kod poplocˇavanja kruzˇne n-plocˇe, prva plocˇica je kvadratna plocˇica na polju 1 ili do-
mino plocˇica na poljima 1 i 2 ili domino plocˇica na poljima n i 1. Nakon toga prekrivamo
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Slika 1.14: Poplocˇavanja kruzˇne 3-plocˇe
iduc´e polje racˇunajuc´i u smjeru kazaljke na satu i tako dalje. Zadnja plocˇica je ona koja
prethodi prvoj plocˇici.
Prva plocˇica odreduje je li n-ogrlica u fazi ili izvan faze.
Postoji ln−1 poplocˇavanja u kojima je zadnja plocˇica kvadratna i ln−2 poplocˇavanja u
kojima je zadnja plocˇica domino. Uklanjanjem zadnje plocˇice i zatvaranjem kruzˇne plocˇe
nastaju manje ogrlice.
Definiramo l0 = 2. To znacˇi da postoje dva poplocˇavanja kruzˇne 0-plocˇe, jedno u fazi
i jedno izvan faze. Usporedimo li pocˇetne uvjete i rekurzivnu jednadzˇbu, vidimo da smo
dobili kombinatornu interpretaciju Lucasovih brojeva, ln = Ln za n > 0.
Pogledajmo sada neke razlomke u kojima se pojavljuju Fibonaccijevi i Lucasovi bro-
jevi. Za sve cˇinjenice dat c´emo kombinatorne dokaze. U dokazima c´emo sa k oznacˇavati
kvadratne plocˇice, a sa d domino plocˇice.
Propozicija 1.21. Neka je n > 0. Tada vrijedi
[3, 1, 1, . . . , 1] =
Ln+2
fn
,
gdje je a0 = 3 i ai = 1 za sve 0 < i 6 n.
Dokaz. Treba pokazati da je pn(3, 1, 1, . . . , 1) = Ln+2 i qn(3, 1, 1, . . . , 1) = fn.
Nazivnik je qn(3, 1, 1, . . . , 1) = pn−1(1, 1, . . . , 1) = fn po definiciji brojeva fn.
Brojnik pn(3, 1, 1, . . . , 1) je broj poplocˇavanja (n + 1)-plocˇe koja mogu zapocˇeti s do-
minom ili do tri kvadratne plocˇice naslagane jedna na drugu. Evo kako iz jednog takvog
poplocˇavanja T dobijemo (n + 2)-ogrlicu, a njih ima Ln+2, cˇime bismo dokazali tvrdnju.
Ako T zapocˇinje dominom ili jednom kvadratnom plocˇicom, neka je kT pridruzˇena (n+
2)-ogrlica. Ako T zapocˇinje s naslagane dvije kvadratne plocˇice, umjesto te dvije kvadratne
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plocˇice stavimo jednu domino plocˇicu i dobivamo (n + 2)-ogrlicu koja je u fazi. Ako T
pocˇinje s naslagane tri kvadratne plocˇice, prethodno dobivenu (n + 2)-ogrlicu rotiramo za
jedno polje ulijevo tako da nije u fazi.
Zadano pridruzˇivanje je ocˇito bijektivno. Time smo dokazali pocˇetnu tvrdnju. 
Propozicija 1.22. Neka je n > 1. Tada imamo
[1, 1, . . . , 1, 3] =
Ln+2
Ln+1
,
gdje je an = 3 i ai = 1 za sve 0 6 i < n.
Dokaz. Treba pokazati da je pn(1, 1, . . . , 3) = Ln+2 i qn(1, 1, . . . , 3) = Ln+1.
Brojnik pn(1, 1, . . . , 3) je broj poplocˇavanja (n + 1)-plocˇe koja na zadnjem polju imaju
domino plocˇicu ili do tri kvadratne plocˇice naslagane jedna na drugu. Iz jednog takvog
poplocˇavanja mozˇemo dobiti (n + 2)-ogrlicu na slicˇan nacˇin kako je opisano u dokazu
propozicije 1.21, osim sˇto sada stavljamo uvjet na zadnje polje. Takvih (n+ 2)-ogrlica ima
Ln+2, cˇime smo pokazali jednakost pn(1, 1, . . . , 3) = Ln+2.
Nazivnik qn(1, 1, . . . , 3) = pn−1(1, . . . , 3) je broj poplocˇavanja n-plocˇe koja na zadnjem
polju imaju domino plocˇicu ili do tri kvadratne plocˇice naslagane jedna na drugu. Dokaz
je isti kao i za brojnik, samo sˇto u ovom slucˇaju imamo jedno polje manje. 
Propozicija 1.23. Neka je n > 1. Imamo
[4, 4, . . . , 4, 3] =
f3n+3
f3n
,
gdje je an = 3 te ai = 4 za sve 0 6 i < n.
Dokaz. Trebamo pokazati da vrijedi pn(4, 4, . . . , 4, 3) = f3n+3 i qn(4, 4, . . . , 4, 3) = f3n.
Pokazˇimo najprije jednakost nazivnika.
Nazivnik qn(4, 4, . . . , 4, 3) je broj poplocˇavanja n-plocˇe u kojima se na svako polje
mogu slozˇiti do cˇetiri kvadratne plocˇice jedna na drugu, osim zadnjeg polja na koje se
mogu slozˇiti najvisˇe tri kvadratne plocˇice.
Iz takvog poplocˇavanja T mozˇemo dobiti obicˇno poplocˇavanje U gdje nije dopusˇteno
slaganje plocˇica jedne na drugu, tako da svaku plocˇicu utrostrucˇimo te dobijemo poplo-
cˇavanje 3n-plocˇe. Ako i-to polje u poplocˇavanju T sadrzˇi jednu, dvije ili tri kvadratne
plocˇice, onda c´e poplocˇavanje U imati lom na polju 3i. Ako poplocˇavanje T sadrzˇi cˇetiri
kvadratne plocˇice na i-tom polju, onda poplocˇavanje U nec´e imati lom na polju 3i. Ukoliko
poplocˇavanje T na i-tom polju ima dominu, tada c´e U imati lom na polju 3i ako i samo ako
domina zavrsˇava na polju i.
Pretpostavimo da za neki j > 0, T pocˇinje sa j skupina kvadratnih plocˇica visine 4 te iza
toga slijedi kvadratna plocˇica visine 1. To c´emo oznacˇavati 4 j1. Neka k oznacˇava kvadratnu
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plocˇicu, a d domino plocˇicu. Tada U pocˇinje sa k2(dk) jk i ne postoji lom na poljima
3, 6, 9, . . . , 3 j, ali postoji na polju 3( j+1). Slicˇno, 4 j2 proizvodi d(dk) jk, dok 4k3 proizvodi
k(kd) jd. Konacˇno, 4 jd proizvodi d(dk) jd2 koje nema lom na poljima 3, 6, . . . , 3 j + 3, ali
ima lom na polju 3 j + 6. Nastavimo transformirati T na taj nacˇin.
Takvih poplocˇavanja ima ukupno f3n, cˇime smo rijesˇili nazivnik, a onda je jasan i iden-
titet za brojnik. 
Propozicija 1.24. Neka je n > 1. Tada vrijedi
[4, 4, . . . , 4, 5] =
f3n+4
f3n+1
,
gdje je an = 5 i ai = 4 za sve 0 6 i < n.
Dokaz. Dokaz se provodi slicˇno dokazu propozicije 1.23, osim sˇto zadnji niz 4 jx u T (gdje
x mozˇe biti 1, 2, 3, 4 ili d) dodaje jednu kvadratnu plocˇicu visˇe na kraj (ako je x jednak
1, 2, 3 ili d) te 4 j4 proizvodi k2(dk) jd, dok 4 j5 proizvodi d(dk) jd. 
Propozicija 1.25. Neka je n > 1. Tada imamo
[2, 4, . . . , 4, 3] =
L3n+1
f3n
,
gdje je a0 = 2, an = 3 i ai = 4 za sve 0 < i < n.
Dokaz. Jednakost nazivnika se pokazˇe analogno dokazu propozicije 1.23.
Sa T oznacˇimo poplocˇavanje (n + 1)-plocˇe s uvjetima visina 2, 4, . . . , 4, 3 i stavimo
uvjet na prvu plocˇicu. T je oblika 1T ′ (jedna kvadratna plocˇica nakon koje slijedi T ′), 2T ′
(dvije naslagane kvadratne plocˇice nakon kojih slijedi T ′) ili dT ′′ (domino plocˇica nakon
koje slijedi T ′′), gdje prema propoziciji 1.23 T ′ i T ′′ mozˇemo promatrati kao vec´ opisana
obicˇna poplocˇavanja (3n)-plocˇe ili (3n − 3)-plocˇe. Sada 1T ′ mozˇemo pretvoriti u (3n + 1)-
ogrlicu koja zapocˇinje kvadratnom plocˇicom. Ako T ′ pocˇinje kvadratnom plocˇicom, onda
2T ′ postaje (3n + 1)-ogrlica u fazi koja zapocˇinje dominom. Ako T ′ zapocˇinje dominom,
onda 2T ′ postaje (3n+ 1)-ogrlica izvan faze koja pocˇinje s dk. Ako T zapocˇinje dominom,
tada dT ′′ postaje (3n + 1)-ogrlica izvan faze koja zapocˇinje s dvije domino plocˇice. 
Propozicija 1.26. Neka je n > 1. Tada vrijedi
[2, 4, . . . , 4, 5] =
L3n+2
f3n+1
,
gdje je a0 = 2, an = 5 i ai = 4 za sve 0 < i < n.
Dokaz. Dokaz se provodi primjenom postupka iz dokaza propozicije 1.25 na dokaz pro-
pozicije 1.24. 
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1.5 Kontinuante i prosti brojevi oblika 4k+1
Kontinuanta je naziv za brojnik verizˇnog razlomka [a0, a1, . . . , an], to jest p(a0, a1, . . . , an).
Kako smo dokazali u teoremu 1.10, vrijedi
p(a0, a1, . . . , an) = an p(a0, a1, . . . , an−1) + p(a0, a1, . . . , an−2).
Vrijedi i opc´enitija tvrdnja.
Teorem 1.27. Za n > 1 i 0 6 l 6 n − 1 je
p(a0, . . . , an) = p(a0, . . . , al)p(al+1, . . . , an) + p(a0, . . . , al−1)p(al+2, . . . , an). (1.2)
Dokaz. S lijeve strane je broj poplocˇavanja (n + 1)-plocˇe s uvjetima visina a0, . . . , an. S
desne strane, prvi pribrojnik broji poplocˇavanja koja nemaju domino plocˇicu koja prekriva
polja l i l + 1, dok drugi pribrojnik broji poplocˇavanja koja ju imaju. 
Primijetimo da za sve prirodne brojeve a0, . . . , an vrijedi
p(an, . . . , a0) = p(a0, . . . , an), (1.3)
sˇto smo i dokazali u teoremu 1.11.
Ako je [a0, . . . , an] =
pn
qn
i pnqn je do kraja skrac´en, slijedi pn = p(a0, . . . , an) i qn =
p(a1, . . . , an), gdje smo za drugu jednakost koristili (1.1).
Sada pretpostavimo da je p prost broj oblika 4k + 1. Promotrimo razvoj u verizˇne
razlomke brojeva p/1, p/2, . . . , p/(2k).
Za svaki j izmedu 1 i 2k je p/ j > 2 do kraja skrac´eni razlomak. Dakle, p/ j =
[a0, . . . , an], pri cˇemu su a0 > 2 i an > 2. Zakljucˇujemo da vrijedi
p = p(a0, . . . , an) = p(an, . . . , a0).
Stoga [an, . . . , a0] takoder ima brojnik p i zbog an > 2 vrijedi [an, . . . , a0] = p/i, za neki
1 6 i 6 2k. Dakle, svaki razlomak p/ j mozˇemo spariti s ”obratnim” razlomkom p/i.
Primijetimo da je p/1 = [p] palindromski verizˇni razlomak jer je jednak svom obratu.
Buduc´i da je 2k paran broj, postoji josˇ barem jedan razlomak p/ j∗ koji je sparen sa samim
sobom, pa je zato palindromski. Dakle, za neki 2 6 j∗ 6 2k vrijedi
[a0, . . . , an∗] =
p
j∗
= [an∗ , . . . , a0].
Primjerice, za p = 5 su
5
1
= [5] i
5
2
= [2, 2]
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oba palindromski razlomci.
Za p = 13 je
13
1
= [13],
13
2
= [6, 2],
13
3
= [4, 3],
13
4
= [3, 4],
13
5
= [2, 1, 1, 2],
13
6
= [2, 6].
Od navedenih razlomaka, 13/1 i 13/5 su palindromski.
Tvrdimo da je n∗ neparan broj. Pretpostavimo suprotno, neka je n∗ paran broj, tj. oblika
n∗ = 2l za neki l > 1.
Tada je p/ j∗ = [a0, . . . , al−1, al, al−1, . . . , a0]. Prema formulama (1.2) i (1.3) je
p = p(a0, . . . , al−1, al, al−1, . . . , a0)
= p(a0, . . . , al)p(al−1, . . . , a0) + p(a0, . . . , al−1)p(al−2, . . . , a0)
= p(a0, . . . , al)[p(a0, . . . , al−1) + p(a0, . . . , al−2)].
Iz navedenog slijedi da je p slozˇen broj jer je prikazan kao umnozˇak dvaju brojeva koji
su vec´i ili jednaki 2 buduc´i da je a0 > 2. Dolazimo do kontradikcije, pa zakljucˇujemo da
je n∗ neparan broj.
Dakle, n∗ = 2l + 1 za neki l > 0. Imamo
p
j∗
= [a0, . . . , al, al, . . . , a0].
Stoga je
p = p(a0, . . . , al, al, . . . , a0)
= p(a0, . . . , al)p(al, . . . , a0) + p(a0, . . . , al−1)p(al−1, . . . , a0)
= (p(a0, . . . , al))2 + (p(a0, . . . , al−1))2.
Dakle, p smo zapisali kao sumu kvadrata dvaju cijelih brojeva.
Za p = 13 imamo palindromski razlomak 13/5 te slijedi
13 = p(2, 1, 1, 2) = p(2, 1)p(1, 2) + p(2)p(2) = 3 · 3 + 2 · 2 = 32 + 22.
Sada mozˇemo dokazati jedinstvenost prikaza prostog broja kao sume kvadrata. Ako je
[a0, . . . , an] = pn/qn do kraja skrac´en razlomak, onda za n > 2 vrijedi
pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1,
kao sˇto smo dokazali u teoremu 1.13. Stoga, za n > 2 imamo
p(a0, . . . , an)p(a1, . . . , an−1) − p(a0, . . . , an−1)p(a1, . . . , an) = (−1)n−1. (1.4)
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Da bismo dokazali jedinstvenost prikaza, najprije pretpostavimo da postoje dva razlicˇita
prikaza broja p kao sume kvadrata. Neka je p = r2 + s2 i p = u2 + v2 za prirodne brojeve
r > s i u > v.
Buduc´i da je p prost broj, vrijedi nzd(r, s) = nzd(u, v) = 1. Zato su r/s i u/v skrac´eni
razlomci i postoje jedinstveni prirodni brojevi r0, . . . , rt i u0, . . . , uw takvi da je r/s =
[r0, . . . , rt] i u/v = [u0, . . . , uw], gdje je rt > 2 i uw > 2.
Slijedi
r
s
=
p(r0, . . . , rt)
p(r1, . . . , rt)
.
Koristec´i jednakosti (1.2) i (1.3), dobivamo
p = r2 + s2
= p(rt, . . . , r0)p(r0, . . . , rt) + p(rt, . . . , r1)p(r1, . . . , rt)
= p(rt, . . . , r0, r0, . . . , rt).
Sada oznacˇimo x = p(rt, . . . , r0, r0, . . . , rt−1). Tada je prema osnovnoj rekurziji iz teorema
1.10,
p = p(rt, . . . , r0, r0, . . . , rt)
= xrt + p(rt, . . . , r0, r0, . . . , rt−2) > 2x + 1.
Stoga je 2 6 x 6 (p − 1)/2.
Koristec´i jednakost (1.4) imamo
p(rt, . . . , r0, r0, . . . , rt)p(rt−1, . . . , r0, r0, . . . , rt−1) − p(rt, . . . , r0, r0, . . . , rt−1)p(rt−1, . . . , r0, r0, . . . , rt)
= (−1)2t = 1.
Slijedi
p · p(rt−1, . . . , r0, r0, . . . , rt−1) − x2 = 1
pa zakljucˇujemo da x zadovoljava x2 ≡ −1 (mod p).
Analogno, iz
u
v
=
p(u0, . . . , uw)
p(u1, . . . , uw)
dobivamo da je p = p(uw, . . . , u0, u0, . . . , uw). Oznacˇimo y = p(uw, . . . , u0, u0, . . . , uw−1).
Tada y zadovoljava 2 6 y 6 (p − 1)/2 i y2 ≡ −1 (mod p).
Imamo x2 ≡ y2 (mod p), pa p dijeli x2 − y2 = (x + y)(x − y). S obzirom na to da je p
prost broj, slijedi x ≡ y ili x ≡ −y (mod p). Takoder, x i y su izmedu 2 i (p− 1)/2, pa mora
vrijediti x = y. Zato je
[rt, . . . , r0, r0, . . . , rt] =
p(rt, . . . , r0, r0, . . . , rt)
p(rt−1, . . . , r0, r0, . . . , rt)
=
p
x
=
p
y
=
p(uw, . . . , u0, u0, . . . , uw)
p(uw−1, . . . , u0, u0, . . . , uw)
= [uw, . . . , u0, u0, . . . , uw].
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Buduc´i da je razvoj u verizˇni razlomak uz uvjete rt > 2 i uw > 2 jedinstven, slijedi da
je t = w i ri = ui za sve 0 6 i 6 t. Dakle,
r
s
= [r0, . . . , rt] = [u0, . . . , uw] =
u
v
.
Zakljucˇujemo da je r = u i s = v.
Teorem 1.28. Svaki prost broj oblika 4k + 1 mozˇe se prikazati kao suma kvadrata dva
prirodna broja i takav prikaz je jedinstven do na poredak pribrojnika.
Poglavlje 2
Slozˇeni verizˇni razlomci
2.1 Definicija i kombinatorna interpretacija slozˇenih
verizˇnih razlomaka
Definicija 2.1. Neka su dani konacˇni nizovi prirodnih brojeva (ai)ni=0, (bi)
n
i=1. Izraz oblika
a0 +
b1
a1 +
b2
a2 +
b3
. . . +
bn
an
nazivamo konacˇni slozˇeni verizˇni razlomak. Gore navedeni konacˇni slozˇeni verizˇni razlo-
mak oznacˇavamo s [a0, (b1, a1), (b2, a2), . . . , (bn, an)].
Primjer 2.2.
[3, (4, 5), (2, 7)] = 3 +
4
5 + 27
=
139
37
Definicija 2.3. Neka su dani beskonacˇni nizovi prirodnih brojeva (ai)i>0 i (bi)i>1. Izraz
oblika
a0 +
b1
a1 +
b2
a2 +
b3
. . .
nazivamo beskonacˇni slozˇeni verizˇni razlomak. Za beskonacˇni slozˇeni verizˇni razlomak
koristimo oznaku [a0, (b1, a1), (b2, a2), . . .].
25
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Kao i u prethodnom poglavlju oznacˇimo s (pi)i>0 i (qi)i>0 familije funkcija koje daju
brojnik i nazivnik konacˇnog verizˇnog razlomka. Kod konacˇnih jednostavnih verizˇnih raz-
lomaka rezultat izracˇunavanja ”odozdo prema gore” je uvijek bio skrac´en razlomak, dok to
kod slozˇenih verizˇnih razlomaka ne mora uvijek vrijediti.
Radi jednostavnosti zapisa u nastavku rada c´emo, kao i u prethodnom poglavlju, izos-
taviti indeks u zapisu funkcija.
Primjer 2.4.
[5, (2, 4)] = 5 +
2
4
=
22
4
Imamo p[5, (2, 4)] = 22 i q[5, (2, 4)] = 4.
Funkcije p i q takoder zadovoljavaju pocˇetne uvjete: p[a] = a i q[a] = 1. Za n > 1
vrijedi
[a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)] = a0 +
b1
[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)]
= a0 +
b1q[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)]
p[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)]
=
a0 p[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)] + b1q[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)]
p[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)]
.
Zakljucˇujemo
p[a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)] = a0 p[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)] + b1q[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)]
q[a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)] = p[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)].
Sada povezˇimo konacˇne slozˇene verizˇne razlomke s idejom poplocˇavanja. U ovom slucˇaju
uzimamo da je dopusˇteno postavljati domino plocˇicu iznad domino plocˇice, isto kao sˇto
se i kvadratne plocˇice mogu postaviti jedna na drugu, no nije dopusˇteno stavljati plocˇice
razlicˇitih tipova jednu na drugu.
Za i > 1 postavimo uvjete visina b1, b2, . . . , bn tako da u i− 1-om i i-tom polju mozˇemo
postaviti najvisˇe bi domino plocˇica. Neka P[a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)] oznacˇava broj nacˇina
za poplocˇavanje (n + 1)-plocˇe s poljima 0, 1, . . . , n i uvjetima visina a0, a1, . . . , an za kva-
dratne i b1, . . . , bn za domino plocˇice. Neka Qn oznacˇava broj poplocˇavanja plocˇe nakon
uklanjanja nultog polja (zajedno s uvjetima visina a0 i b1). Tada slijedi P[a] = a i Q[a] = 1
te za n > 1 imamo
Q[a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)] = P[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)].
Razlikujuc´i poplocˇavanja ovisno o tome koja plocˇica pokriva nulto polje, dobivamo slicˇno
kao i prije
P[a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)] = a0P[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)] + b1Q[a1, (b2, a2), . . . , (bn, an)].
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Usporedujuc´i pocˇetne uvjete i rekurzivne jednadzˇbe koje zadovoljavaju funkcije p i P,
odnosno q i Q zakljucˇujemo da vrijedi sljedec´i teorem.
Teorem 2.5. Neka je (ai)i>0 niz prirodnih brojeva. Neka je za n > 1 gore definirani verizˇni
razlomak [a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)] jednak razlomku
pn
qn
dobivenom bez skrac´ivanja. Tada je
za n > 0, pn broj nacˇina za poplocˇavanje (n+1)-plocˇe s uvjetima visina a0, (b1, a1), . . . , (bn, an)
i qn broj nacˇina za poplocˇavanje n-plocˇe s uvjetima visina a1, (b2, a2), . . . , (bn, an).
Primjer 2.6. Prikazˇimo kombinatornu interpretaciju racionalne aproksimacije broja e.
Prikaz broja e preko verizˇnog razlomka je
e = 2 +
1
1 +
1
2 +
2
3 +
3
4 +
4
5 + . . .
.
U ovom slucˇaju, za kombinatorni prikaz c´emo koristiti samo pocˇetni dio ovog verizˇnog
razlomka, odnosno
[2, (1, 1), (1, 2), (2, 3)] = 2 +
1
1 +
1
2 +
2
3
=
30
11
= 2.727272 . . .
Izracˇunajmo broj moguc´ih poplocˇavanja 4-plocˇe s uvjetima visina 2, 1, 2, 3 za kvadratne
i 1, 1, 2 za domino plocˇice. Ukoliko sva polja prekrijemo kvadratnim plocˇicama imamo
2 · 1 · 2 · 3 = 12 takvih poplocˇavanja. Ako u prva dva polja slozˇimo kvadratne plocˇice, a u
preostala dva domino plocˇice imamo 2 · 1 · 2 = 4 takva poplocˇavanja. Prekrijemo li prva
dva polja domino plocˇicama, a preostala dva kvadratnim plocˇicama dobivamo 1 · 2 · 3 = 6
takvih poplocˇavanja. Ukoliko u nulto i zadnje polje postavimo samo kvadratne plocˇice,
a u prvo i drugo domino plocˇicu imamo 2 · 1 · 3 = 6 poplocˇavanja. Preostaje josˇ slucˇaj
kada bismo sva polja prekrili samo domino plocˇicama i tada bismo imali 1 · 2 = 2 takva
poplocˇavanja.
Zakljucˇujemo da je ukupan broj poplocˇavanja 4-plocˇe s uvjetima visina 2, 1, 2, 3 za
kvadratne i 1, 1, 2 za domino plocˇice jednak 12 + 4 + 6 + 6 + 2 = 30.
Sada izracˇunajmo broj moguc´ih poplocˇavanja 3-plocˇe s uvjetima visina 1, 2, 3 za kva-
dratne i 1, 2 za domino plocˇice. Prekrijemo li sva polja kvadratnim plocˇicama imat c´emo
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1 · 2 · 3 = 6 takvih poplocˇavanja. Ukoliko u nulto polje postavimo kvadratne plocˇice, a u
preostala dva polja domino, imat c´emo 1 · 2 = 2 takva poplocˇavanja. Ako u prva dva polja
postavimo domino, a u jedino preostalo polje kvadratne plocˇice dobit c´emo 1 · 3 = 3 takva
poplocˇavanja. Ukupno imamo 6 + 2 + 3 = 11 moguc´ih poplocˇavanja 3-plocˇe s uvjetima
visina 1, 2, 3 za kvadratne i 1, 2 za domino plocˇice. Dakle, p[2, (1, 1), (1, 2), (2, 3)] = 30,
q[2, (1, 1), (1, 2), (2, 3)] = 11.
2.2 Kombinatorni dokazi nekih teorema
Teorem 2.7. Neka su dani nizovi prirodnih brojeva (ai)i>0 i (bi)i>1. Neka je za n > 0,
[a0, (b1, a1), (b2, a2), . . . , (bn, an)] =
pn
qn
. Tada pn i qn zadovoljavaju rekurzije
p0 = a0, p1 = a0a1 + b1, pn = an pn−1 + bn pn−2,
q0 = 1, q1 = a1, qn = anqn−1 + bnqn−2,
za n > 2.
Dokaz (kombinatorno). Dokaz ovog teorema je analogan dokazu teorema 1.10. U pret-
hodnom poglavlju smo kombinatorno pokazali da vrijedi p0 = a0, q0 = 1 i q1 = a1, a lako
se pokazˇe i p1 = a0a1 + b1.
Za dokaz tvrdnje pn = an pn−1 + bn pn−2 za n > 2, stavimo uvjet na zadnje polje prilikom
poplocˇavanja (n + 1)-plocˇe s uvjetima visina a0, (b1, a1), . . . , (bn, an). Postoji an nacˇina za
poplocˇavanje zavrsˇetka kvadratnom plocˇicom, a prethodni dio plocˇe mozˇe biti poplocˇan
na pn−1 nacˇina. Postoji bn nacˇina za poplocˇavanje zavrsˇetka domino plocˇicom, a prethodni
dio plocˇe mozˇe biti poplocˇan na pn−2 nacˇina. Dakle, ukupno imamo an pn−1 + bn pn−2 takvih
poplocˇavanja. Time smo pokazali da vrijedi
pn = an pn−1 + bn pn−2.
Dokaz tvrdnje qn = anqn−1+bnqn−2 provodi se analogno gledajuc´i poplocˇavanja n-plocˇe
s uvjetima visina a1, (b2, a2), . . . , (bn, an) u ovisnosti o poplocˇavanju zadnjeg polja. 
Teorem 2.8. Razlika izmedu uzastopnih konvergenti pnqn = [a0, (b1, a1), (b2, a2), . . . , (bn, an)]
konacˇnog ili beskonacˇnog verizˇnog razlomka [a0, (b1, a1), (b2, a2), . . .] je
pn
qn
− pn−1
qn−1
=
(−1)n−1∏ni=1 bi
qnqn−1
,
gdje je n > 1. Nakon mnozˇenja obje strane jednakosti s qnqn−1 imamo ekvivalentnu tvrdnju
pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1
n∏
i=1
bi.
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Dokaz (kombinatorno). Oznacˇimo s Pn×Qn−1 skup svih poplocˇavanja dviju plocˇa pri cˇemu
gornja plocˇa sadrzˇi polja 0, 1, 2, . . . , n s uvjetima visina a0, a1, a2, . . . , an za kvadratne i
b1, b2, . . . , bn za domino plocˇice, a donja plocˇa sadrzˇi polja 1, 2, . . . , n− 1 s uvjetima visina
a1, a2, . . . , an−1 za kvadratne i b2, . . . , bn−1 za domino plocˇice.
Na slicˇan nacˇin oznacˇimo s Pn−1×Qn skup svih poplocˇavanja dviju plocˇa pri cˇemu gor-
nja plocˇa sadrzˇi polja 0, 1, 2, . . . , n−1 s uvjetima visina a0, (b1, a1), (b2, a2), . . . , (bn−1, an−1),
a donja plocˇa ima polja 1, 2, . . . , n s uvjetima visina a1, (b2, a2), . . . , (bn, an).
Kao i u prethodnom poglavlju zakljucˇujemo da je kardinalni broj skupa Pn × Qn−1
jednak pnqn−1 te da je kardinalni broj skupa Pn−1 × Qn jednak pn−1qn. Takoder oznacˇimo
sa S i T poplocˇavanja spomenutih plocˇa. Ako barem jedno od poplocˇavanja, S i T , sadrzˇi
kvadratnu plocˇicu, (S ,T ) c´e u nekom polju imati lom.
Ukoliko je n neparan broj, postoji
∏n
i=1 bi elemenata skupa Pn × Qn−1 bez loma i ne
postoji element skupa Pn−1 × Qn bez loma jer za sve (A, B) ∈ Pn−1 × Qn, A i B prekrivaju
neparan broj polja pa sadrzˇe kvadratnu plocˇicu.
Ako je n paran broj, ne postoji element skupa Pn × Qn−1 bez loma i postoji ∏ni=1 bi
elemenata skupa Pn−1 × Qn bez loma.
Slika 2.1: Prikaz elementa skupa Pn × Qn−1 bez loma za slucˇaj kada je n neparan (n = 9)
Slika 2.2: Prikaz elementa skupa Pn−1 × Qn s lomom za slucˇaj kada je n neparan (n = 9)
Neka je (S ,T ) ∈ Pn × Qn−1 koji ima lom. Ako zamijenimo dijelove poplocˇavanja S i T
nakon zadnjeg loma, dobit c´emo (S ′,T ′) ∈ Pn−1 × Qn koji ima lom na istom mjestu kao i
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Slika 2.3: Prikaz elementa skupa Pn × Qn−1 s lomom za slucˇaj kada je n paran (n = 8)
Slika 2.4: Prikaz elementa skupa Pn−1 × Qn bez loma za slucˇaj kada je n paran (n = 8)
(S ,T ). Na taj nacˇin imamo bijekciju elemenata skupova Pn × Qn−1 i Pn−1 × Qn koji imaju
lom. Zakljucˇujemo,
pnqn−1 − pn−1qn = |Pn × Qn−1| − |Pn−1 × Qn| = (−1)n−1
n∏
i=1
bi.

Teorem 2.9. Neka je za n > 2 s pnqn oznacˇena n-ta konvergenta od [a0, (b1, a1), (b2, a2), . . .].
Tada vrijedi
pnqn−2 − pn−2qn = (−1)nan
n−1∏
i=1
bi.
Dokaz (kombinatorno). Oznacˇimo s Pn × Qn−2 skup svih poplocˇavanja dviju plocˇa, gdje
gornja plocˇa sadrzˇi polja 0, 1, 2, . . . , n s uvjetima visina a0, (b1, a1), . . . , (bn, an), a donja
plocˇa sadrzˇi polja 1, 2, . . . , n − 2 s uvjetima visina a1, (b2, a2), . . . , (bn−2, an−2).
Na slicˇan nacˇin oznacˇimo s Pn−2 × Qn skup svih poplocˇavanja pri cˇemu gornja plocˇa
ima polja 0, 1, 2, . . . , n−2 s uvjetima visina a0, (b1, a1), . . . , (bn−2, an−2), a donja plocˇa sadrzˇi
polja 1, 2, . . . , n s uvjetima visina a1, (b2, a2), . . . , (bn, an).
Kao u dokazu prethodnog teorema, imamo |Pn × Qn−2| = pnqn−2 i |Pn−2 × Qn| = pn−2qn.
Ako je n neparan, ne postoji element skupa Pn × Qn−2 bez loma i postoji an∏n−1i=1 bi
elemenata skupa Pn−2 × Qn bez loma.
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Ako je n paran, postoji an
∏n−1
i=1 bi elemenata skupa Pn × Qn−2 bez loma i ne postoji
element skupa Pn−2 × Qn bez loma.
Slika 2.5: Prikaz elementa skupa Pn × Qn−2 s lomom za slucˇaj kada je n neparan (n = 7)
Slika 2.6: Prikaz elementa skupa Pn−2 × Qn bez loma za slucˇaj kada je n neparan (n = 7)
Slika 2.7: Prikaz elementa skupa Pn × Qn−2 bez loma za slucˇaj kada je n paran (n = 6)
Uspostavljajuc´i bijekciju analognu onima u prethodnim dokazima dobivamo
pnqn−2 − pn−2qn = |Pn × Qn−2| − |Pn−2 × Qn| = (−1)nan
n−1∏
i=1
bi.

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Slika 2.8: Prikaz elementa skupa Pn−2 × Qn s lomom za slucˇaj kada je n paran (n = 6)
2.3 Linearne rekurzije visˇeg reda
Kombinatorni pristup rekurzijama drugog reda koje se pojavljuju kod Fibonaccijevog i
Lucasovog niza te jednostavnih i slozˇenih verizˇnih razlomaka, mozˇe se generalizirati na
opc´enite homogene linearne rekurzivne jednadzˇbe s konstantnim koeficijentima.
Za pocˇetne vrijednosti a0, a1, . . . , ak−1 i linearnu rekurziju k-tog reda
an = c1an−1 + c2an−2 + . . . + ckan−k (za n > k),
poplocˇavamo n-plocˇu s plocˇicama duljina 1, 2, . . . , k.
Pocˇetnoj plocˇici duljine i pridruzˇimo tezˇinu pi = ai − ∑i−1j=1 c jai− j, a iza toga svakoj
plocˇici duljine j pridruzˇimo tezˇinu c j, gdje je 1 6 j 6 k. Tezˇinu poplocˇavanja n-plocˇe
definiramo kao umnozˇak tezˇina pojedinih plocˇica poplocˇavanja. Primjerice, poplocˇavanje
13-plocˇe oblika tromino - kvadratic´ - domino - domino - kvadratic´ - tromino - kvadratic´
ima tezˇinu p3(c1)3(c2)2c3.
Sada se pokazuje da je za n > 1, an suma tezˇina svih dopusˇtenih poplocˇavanja n-plocˇe.
Primijetimo da je u ovakvoj interpretaciji moguc´e uzeti da su ci-ovi i ai-ovi kompleksni
brojevi.
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Sazˇetak
Tema ovog diplomskog rada je jedna kombinatorna interpretacija verizˇnih razlomaka.
U prvom poglavlju definirani su jednostavni verizˇni razlomci i opisana su neka nji-
hova svojstva. Uvodi se ideja poplocˇavanja n × 1 plocˇe domino i kvadratnim plocˇicama
i pokazuje veza izmedu takvih poplocˇavanja i brojnika, odnosno nazivnika konvergenti
jednostavnih verizˇnih razlomaka. Zatim su tvrdnje vezane uz verizˇne razlomke dokazane
koristec´i spomenutu kombinatornu interpretaciju, a u visˇe slucˇajeva je usporedno dan i al-
gebarski dokaz istih tvrdnji. Kombinatornom metodom obradene su i neke familije verizˇnih
razlomaka gdje se kao vrijednosti pojavljuju razlomci s Fibonaccijevim ili Lucasovim bro-
jevima.
U drugom poglavlju je opisana kombinatorna interpretacija slozˇenih verizˇnih razlo-
maka te su dokazani analogoni nekih tvrdnji koje su pokazane za jednostavne verizˇne raz-
lomke.
Summary
The topic of this graduation thesis is one combinatorial interpretation of continued fracti-
ons.
In the first chapter simple continued fractions are defined and some of their properties
are described. The idea of tiling n × 1 board by square and domino tiles is introduced
and a connection between such tilings and numerators or denominators of convergents to
simple continued fractions is established. Some results on continued fractions are proved
using this combinatorial interpretation and in several cases algebraic proof of the same
statements is given for comparison. Some families of continued fractions where values are
rational numbers in which Fibonacci or Lucas numbers appear are also treated using the
combinatorial method.
In the second chapter the combinatorial interpretation is generalized to nonsimple con-
tinued fractions and some statements already proved in the case of simple continued frac-
tions are proved for these more general continued fractions.
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